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LIU Xiaoyu，ZHAO Ying，LIU Yang，LI Shihai 
(Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100190，China) 
 
Abstract：The present contribution is concerned with theoretical and numerical issues in finite element slope 
stability analysis. In the theoretical part，instability phenomena of slope material are studied within the framework 
of bifurcation theory. It is proved that strain localization not only is a ubiquitous feature of elastoplastic 
geomaterials，but also is the unique instability mode of the elastic-perfectly plastic material with an associative 
flow rule under plane strain and plane stress conditions. The shear band coalescence criterion is proposed，which 
argues that slope failure occurs when smaller size shear bands coalesce into a dominant shear band which 
completely divides the slope into two parts. In the numerical implementation part，a strategy for tracking the 
localization band path is presented. By tracking the initiation，growth and coalescence of localization zones in 
terms of the localized state of all soil elements at each time step，the limit equilibrium state can be directly judged；
and the critical slip surface can be simultaneously determined. Finally，the feasibility and reliability of the 
proposed criterion are validated by strength reduction and over-loading examples. 
Key words：slope engineering；slope stability；elastoplastic model；bifurcation theory；instability criterion；
critical slip surface 
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土体材料处于塑性加载，否则为弹性加载。 
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或者，材料切线刚度张量的对称部分失去正定
性，即 
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失稳的必要条件是材料的应力率为 0，即 
: 0D                  (7) 
或者，材料的切线刚度张量奇异，即 












[ ] 0        u u u          (9) 
式中：上标“+”和“－”分别表示带状区域的正表
面和负表面， u 表示位移梯度率，[ ]表示间断。
利用 Maxwell 相容性条件，位移梯度率和相应的应
变率间断可分别表示为如下形式： 
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图 1  土体中的位移梯度率不连续性 




( ) 0   n D n m              (12) 
考虑到 m 具有任意性，通过式(12)可推导出土
体材料发生失稳的不连续分叉条件： 






连续分叉发生时的临界硬化模量记为 dbcrH 。 
对于非关联流动法则的弹塑性本构模型，材料
的局部化张量是非对称的。N. S. Qttosen 等[11-12]提
取局部化张量的对称部分，提出了控制方程强椭圆
性判据，即 
s 0  n Q n               (14) 
其中， 
s T1 ( )
2
 Q Q Q  
将材料控制方程强椭圆性丧失时的临界硬化模
量记为 secrH 。 















cr crH H≥              (16) 
特别地，在平面应力和平面应变条件下，对于
服从关联流动法则的材料，D. Bigoni 和 H. Tomasz[14]
证明 4 种分叉判据给出的材料失稳条件重合，即 
l b db se
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(1) 对于服从 Mohr-Coulomb 准则的土体单元，
其屈服函数和塑性势为 
1 3 1 3
1 1( ) ( )sin ccos 0
2 2
F G             (18) 
式中： 1 ≥ 2 ≥ 3 (拉应力为正)，为摩擦角，c
为黏聚力。N. S. Ottosen 和 K. Runesson[11]证明此类
土体单元的塑性屈服与局部化分叉同时到达。 
(2) 而对于服从 Drucker-Prager 准则的土体单
元，其屈服函数和塑性势为 
1 2
1 1 2 3
2 2 2
2 1 2 1 3 2 3
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设 n1 = cos，n2 = sin (其中， 为局部化带单
位法向量与 x 轴方向的夹角)，代入式(21)中，可得 
4 3 2
4 3 2 1 0( ) 0f x a x a x a x a x a          (23) 
其中， 
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第一主应力 1 方向所成的夹角 1 为 
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如果满足式(26)，则土体单元发生不连续分叉。 
满足不连续分叉条件的解也有 2 个，它们与第
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其中， 
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式中： u 为土体单元出现局部化时刻的位移增量；
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切(见图 2)。理论上，当已知时刻 t 边坡模型中每个











图 2  由局部化材料点构成的局部化带路径 
Fig.2  Localization path composed of localized material points 
 
 
图 3  局部化的土体单元及其局部化方向 




法。该算法的输入数据为在时刻 t 处于应变局部化 












(1) 在单元 e 内追踪一条线段 L。存在 2 种情
况： 
情况 1：新局部化带的形成。当单元 e 的边界
 e= (i1)… (in)，尚未与其他局部化路径相交
时，单元 e 内的追踪线段 L 通过 e 的中心，沿 m(e)
方向，分别终止于单元 e 的第 i1 条边 (i1)和第 i2 条
边 (i2)上(见图 4(a))。此时，将在单元 e 内形成一条
新的局部化带路径 Sdn+1，追踪线段归属于路径 Sdn+1。
其中，in 为单元 e 的边数，dn 为未追踪 e 前已存在
的局部化带路径总数。 
 
    
       (a) 新局部化带的形成          (b) 局部化带的扩展 
 
(c) 局部化带的汇合 
图 4  追踪单元 e 内的局部化带 L  
Fig.4  Tracking a localization band L in element e 
 




段将终止于 e的第 ij 条边(ij)上。此时，存在 2 种
可能：① 局部化带的扩展。当 (ij) (i1)… (im)
时，该试探线段为单元 e 内的追踪线段 L(见图 4(b))，
局部化带路径 Si1扩展至单元 e 内，追踪线段归属于路
径 Si1。② 局部化带的汇合。当 (ij) (i1)… (im) 
时，该试探线段不是单元 e 内的追踪线段，单元 e
内的追踪线段 L 将分别连接 (i1)和 (ij)上的交点 O(i1)
和 O(ij)(见图 4(c))。局部化带路径 Si1和 Sij将在单元
e 内汇合成为同一条路径，并且追踪线段 L 归属于
这一汇合路径。 
(2) 沿追踪线段将单元 e 分解为 2 个子单元 es1
和 es2，分别继承单元 e 与邻居单元间的拓扑信息，
并代替单元 e。同时，将子单元 es1 和 es2 定义为局
部化子单元，继承单元 e 的局部化切向量 m(e)，将
子单元 es1 和 es2 中位于追踪线段上的节点定义为路
径节点，用追踪线段所属的局部化带路径编号标记。 
(3) 按局部化子单元生成的时间顺序，依次循
环所有子单元，核查每个子单元的边界  e s  =  
 (is1)…  (isn)是否与已存在的局部化路径相交。
如果子单元 es 边界与局部化路径相交，则表明局
部化带将在子单元 es 内部继续扩展。存在 2 种情况： 
情况 1：选择其中的任意交点 O(is1)作为起始
点，沿 m(e)方向生成一条试探线段，该线段将终止
于 es 的第 isj 条边 (isj)上。此时，存在 3 种可能：
① 局部化带的扩展。当 (isj) (is1) … (ism)，且  
 (isj)上不含有路径节点时，该试探线段是子单元 es
内的追踪线段 L(见图 5(a))。此时，局部化带路径
Sis1将扩展至子单元 es 内，追踪线段归属于路径 Sis1。
② 局部化带的汇合。当 (isj) (is1) … (ism)时，
该试探线段不是子单元 es 内的追踪线段，子单元
es 内的追踪线段 L 将分别连接 (is1)和 (isj)上的交点
O(is1)和 O(isj)(见图 5(b))。此时，局部化带路径 Sis1和
Sisj 将在子单元 es 内汇合成为同一条路径，并且追
踪线段归属于这一汇合路径。③ 局部化带的汇合。
当 (isj)上含有路径节点时，该试探线段不是单元 es





情况 2：沿追踪线段将子单元 es 分解为 2 个子
单元 ess1 和 ess2，分别继承 es 与邻单元间的拓扑 
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         (a) 局部化带的扩展          (b) 局部化带的汇合 
 
(c) 局部化带的汇合 
图 5  追踪子单元 es 内的局部化带 L  
Fig.5  Tracking a localization band L in subelement es 
 
信息，并代替 es。同时，将子单元 ess1 和 ess2 定






















51.0 10 。 
(1) 算例 1：强度折减 
采用赵尚毅等[3，21]中均质土坡算例：坡高 H = 
20 m，坡角 = 26.57°，杨氏模量 E = 100 MPa，泊
松比 = 0.3，容重 = 20 kN/m3，黏聚力 c = 10 kPa，
内摩擦角 = 20°。边坡左、右两侧边界为法向约束，
底边为双向固定约束。边坡几何尺寸及网格划分如





图 6  算例 1 边坡几何尺寸及网格划分 
Fig.6  Geometry and mesh for slope in example 1 
 
折减系数 = 1.350，1.380 和 1.384 时，边坡内
部等效塑性应变和局部化带扩展路径的变化情况













 (a) 折减系数 = 1.350 




 (b) 折减系数 = 1.380 
  
(c) 折减系数 = 1.384 
图 7  不同折减系数工况下边坡内部等效塑性应变云图 
及局部化带扩展路径 
Fig.7  Nephograms of equivalent plastic strain and localization  
band path under different reduction factors 
 
折减系数从 1.0 增大至 1.4 过程中，量纲一的位
















图 8  折减系数与无量纲位移间关系 
Fig.8  Strength reduction factor vs. dimensionless  
displacement 
 
(2) 算例 2：位移加载 
采用 R. A. Regueiro 等[22-23]中均质土坡算例：坡
高 H = 10 m，坡角 = 45°，杨氏模量 E = 10 MPa，
泊松比 = 0.4，容重 = 20 kN/m3，黏聚力 c = 20 
kPa，内摩擦角 = 30°。边坡右侧边界为法向约束，
底边为双向固定约束。除重力载荷 G 外，边坡在坡
顶承受竖直向下位移 u 作用，F 为竖向位移 u 产生
的竖向反力。重力载荷通过初始应力场体现，所产
生的位移不计入竖向位移 u 中。边坡几何尺寸及网
格划分如图 9 所示。 
 
 
图 9  算例 2 边坡几何尺寸及网格划分 
Fig.9  Geometry and mesh for slope in example 2 
 
竖向位移 u = 0.08，0.13 和 0.14 m 时，边坡内
部的等效塑性应变和局部化带扩展路径的变化情
况如图 10 所示。竖向反力 F 与竖向位移 u 曲线如























   折减系数 
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(a) 竖向位移 u = 0.08 m 
 
(b) 竖向位移 u = 0.13 m 
 
(c) 竖向位移 u = 0.14 m 
图 10  不同竖向位移荷载工况下边坡内部的等效塑性 
应变云图及局部化带扩展路径 
Fig.10  Nephograms of equivalent plastic strain and localization  
band path under various footing displacement loadings 
 
图 11  竖向反力–竖向位移曲线 
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